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Resume 



Dans cet article, nous definissons les notions de connexion de Weyl ALF et de masse 
conforme associee. Nous demolitions un theoreme de la masse positive pour les structures 
de Weyl ALF. 
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Introduction 

En geometrie, differents invariants geometriques, appeles masse, sont associees a des varie- 
tes differentielles non compactes asymptotiques, dans un certain sens, a des varietes modeles a 
l'infini. Le cas le plus classique est celui des varietes asymptotiquement plates dont le modele a 
l'infini est l'espace euclidien. Une variete riemannienne (M, g) est asymptotiquement plate (a 
un seul bout) s'il existe un compact K de M tel que M\K est diffeomorphe a l'exterieur d'une 
boule de W 1 et tel que la metrique g est asymptotique, dans un certain sens, a la metrique 
euclidienne de M n sur l'ouvert M \ K. Sous certaines conditions, un invariant geometrique, 
calcule a l'infini, peut etre associe a la variete asymptotiquement plate (M,g). Cet invariant 
est la masse de (M,g) et lorsqu'il est bien defini, son expression est la suivante : 



ou S r est la sphere standard de rayon r de M n . La conjecture de la masse positive est la 
suivante : 

Conjecture de la masse positive. Soit (M, g) une variete asymptotiquement plate de di- 
mension n ^ 3. Supposons que la masse de (M,g) est bien definie. Si la courbure scalaire de 
g est positive, la masse est positive. De plus, la masse est nulle si et seulement si {M, g) est 
isometrique a l'espace euclidien. 

Ce probleme trouve ses origines dans la physique. En effet, pour certains exemples, comme 
la metrique de Schwarzschild de M 4 (voir [7]), la masse est un parametre qui correspond a 
la masse des physiciens, et il est naturel que cette quantite soit positive dans de bonnes 
conditions. Recemment, J. Lohkamp a annonce une preuve de la conjecture dans [S]. Jusqu'a 
maintenant, nous n'avions que des preuves partielles dont la preuve de E. Witten pour les 




varietes spinorielles de dimension quelconque [2]. Pour des informations plus precises sur ce 
sujet, le lecteur pourra consulter [T], [7] ou [TT] , 

La notion de masse a ete aussi introduite pour d'autres types de varietes non compactes. Un 
theoreme de la masse positive est demontre pour des varietes asymptotiquement hyperboliques 
par P. Chrusciel et M. Herzlich |5] et pour des varietes asymptotiquement hyperboliques 
complexes par V. Minerbe et D. Maerten |10] , V. Minerbe demontre egalement un theoreme 
de la masse positive pour les varietes ALF (Asymptotically Locally Flat) dans |9j. 

Dans cet article, nous allons nous interesser particulierement au travaux de V. Minerbe 
[9j. Une variete riemannienne (M,g) est ALF s'il existe un compact K de M tel que M\K 
est diffeomorphe a l'espace total X d'une fibration en cercle au-dessus de M. m \ Br, ou Br 
est la boule standard de rayon R, et tel que la metrique g est asymptotique a une metrique 
modele h sur X. L'espace total X muni de la metrique h est le modele a l'infini. L'exemple le 
plus simple est le produit M. n x S 1 muni de la metrique produit. Dans ce cadre, la masse d'une 
variete ALF est une forme quadratique positive lorsque la courbure de Ricci de la variete est 
positive. 

Recemment, dans |12) . nous avons etendue la notion de variete asymptotiquement plate 
au cas des varietes conformes. En geometrie conforme, le role de la connexion de Levi-Civita 
en geometrie riemannienne est joue par l'espace affme des connexions de Weyl qui sont des 
connexions sans torsion preservant la classe conforme de la variete. En particulier, pour chaque 
metrique g de la classe conforme, la connexion de Levi-Civita de g, notee V 9 , est une connexion 
de Weyl et toute connexion de Weyl D sur la variete conforme (M, c) s'ecrit sous la forme 
suivante : 

d y x = v g Y x + e g {Y)x + e g {x)Y - g (x, Y)e\, 

ou 6 g est la 1- forme de Lee de D relativement a la metrique g et g est le dual riemannien 
de g relativement a g. La donnee (M,c,D), ou D est une connexion de Weyl sur la variete 
conforme (M, c) , est appelee structure de Weyl. Pour plus de details concernant les structures 
de Weyl nous renvoyons le lecteur interesse a [3], [1] et [6]. 

Une structure de Weyl (M, c, D) est asymptotiquement plate s'il existe une metrique g dans 
la classe conforme c telle que (M,g) est asymptotiquement plate au sens precedent et si la 
1-forme de Lee de D relativement a g satisfait certaines hypotheses de decroissance a l'infini. 
La metrique g est alors appelee metrique adaptee pour (M,c,D). Nous definissons la masse 
conforme, notee m(D), d'une structure de Weyl asymptotiquement plate (M,c,D) evaluee en 
une metrique adaptee g par la formule suivante : 

m(D)(g) =m(g) + 2(n-l) [ 5°(6 g )v g , (1) 

JM 

ou 5 9 est la divergence relative a g, v g la forme volume sur M definie par g et m(g) la 
masse riemannienne de g definie precedemment (les conditions de decroissance a l'infini sur 9 g 
impliquent la convergence de l'integrale). Nous demontrons en fait que la masse conforme ne 
depend pas de la metrique adaptee choisie. Le theoreme de la masse positive conforme suivant 
lui est associe : 

Theoreme 0.1. ( (12] Theorem 2.4.4) Soit (M,c,D) une structure de Weyl asymptotiquement 
plate. Si la courbure scalaire de D est positive, la masse conforme m(D) est positive. Le masse 
est nulle si et seulement si (M,c) est isomorphe a l'espace R n muni de sa structure conforme 
canonique. 
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Le but de cet article est d'etendre la theorie des structures de Weyl asymptotiquement 
plates developpee dans |12| au cas des varietes ALF. La formule de Bochner joue un role central 
dans la construction de la masse des varietes ALF et dans la demonstration du theoreme de 
la masse positive associe. 

Dans la premiere partie de cet article, nous presentons la theorie des connexions de Weyl 
et nous demontrons la formule de Bochner conforme. Nous rappelons ensuite, dans la seconde 
partie, les points essentielles concernant le theoreme de la masse positive pour les varietes 
ALF. Enfin, dans la troisieme partie, nous definissons la notion de structure de Weyl ALF et 
demontrons le theoreme de la masse positive conforme associe. 

Ce travail constitue une partie de la these de l'auteur sous la direction de Paul Gauduchon 
et Andrei Moroianu. Je les remercie chaleureusement tous deux pour leur soutien et leurs 
encouragements. Ce travail est egalement soutenu par l'ANR ACG (Aspects Conformes de la 
Geometrie) recemment constitute. 

1 Formule de Bochner conforme 

Nous presentons dans un premier temps les objets de geometrie conforme dont nous aurons 
besoin. Puis dans un second temps, nous demontrons la formule de Bochner conforme sous 
deux formes differentes. 

1.1 Structures de Weyl 

Soit M une variete differentiable orientee de dimension n. Rappelons que sur toute va- 
riete il existe une famine de fibres en droite reelles, notes L k avec k reel, definis par L k = 
GL(M) X| det |fe/„ M, ou Gl(M) est le fibre des reperes de TM. Les sections du fibre L k sont 
les densites de poids k. Ces fibres sont orientables done triviaux. Nous definissons egalement 
le fibre des densites positives, note L , , par L% = GL(M) X| dct |fc/n M. . Notons L le fibre 
des densites de poids 1 et remarquons que, lorsque k est un entier positif, L k est le produit 
tensoriel de k copies du fibre L. 

Nous allons maintenant definir la notion de connexion de Weyl sur une variete conforme. 
Soit (M, c) une variete conforme. La structure conforme c sur M peut etre vue comme une 
section normalisee du fibre L~ 2 (g) S 2 (T*M) telle que c(X, X) € L 2 ^, pour tout vecteur non nul 
X. La section c est normalisee lorsque A n c est l'isomorphisme naturel entre K n T*M® A n T*M 
et L~ 2n . Nous avons une correspondance biunivoque entre les metriques dans la classe conforme 
c de M est les sections positives du fibre L : la metrique g relative a une section / de L est 
donnee par g = l~ 2 c. La donnee d'une metrique g dans c trivialise le fibre L. Une connexion 
de Weyl sur (M, c) est une connexion lineaire sur L. Soit D une connexion lineaire sur L. 
Cette connexion induit une connexion sans torsion sur le fibre tangent TM de M. Nous 
notons egalement D la connexion sans torsion sur TM induite par la connexion lineaire D. De 
fac,on equivalente, une connexion de Weyl sur (M, c) est une connexion sans torsion sur TM 
preservant la structure conforme. Le fait que D preserve la structure conforme signifie que 
Dc = 0, ou D agit en tant que connexion sur L et TM. Nous dirons que la donne (M, c, D), 
ou D est une connexion de Weyl sur (M, c), est une structure de Weyl. 

Soient D et D' deux connexions de Weyl sur (M, c). L'espace des connexions de Weyl 
sur (M, c) est un espace affine modele sur les 1-formes reelles sur M. En effet, la difference 
entre deux connexions de Weyl D et D definit une 1-forme sur M a valeurs dans End(TM). 
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Cependant, le fibre L est trivial et par consequent 9 = D — D est une 1-forme sur M a valeurs 
reelles. La relation D = D' + 9 s'etent au fibre TM de la fagon suivante |12| : 

D Y X = D' Y X + 9(Y)X + 9{X)Y - c{X, Y)9\ (2) 

ou (j et b sont les isomorphismes musicaux definis par la structure conforme c. En particulier, 
pour une metrique g dans la classe conforme c, la connexion de Levi-Civita de g est une 
connexion de Weyl. Notons V 9 la connexion de Levi-Civita de g et 9 g la 1-forme satisfaisant 
D — V 9 = 9 g sur L. La 1-forme 9 g est la 1-forme de Lee de D relative a g. 

La courbure de D, en tant que connexion lineaire sur L, est une 2-forme reelle sur M 
notee F D et appelee courbure de Faraday. La courbure de Faraday est une 2-forme fermee et 
particulier, pour toute metrique g dans la classe conforme c, nous avons F D = d9„. 

La courbure de Weyl de D, notee R^, est la courbure de D consideree comme connexion 
sur TM et definie par : 

R^ Y Z = D X D Y Z - DyD x Z - D [xy] Z, 

pour tout champs de vecteurs X, Y et Z. Contrairement a la courbure riemannienne, le 
tenseur de courbure H D n'est pas antisymetrique en tant qu'endomorphisme de TM. En effet, 
la courbure de Faraday est la partie symetrique de R D . Nous avons la decomposition suivante : 

R D = R D,a _|_ p D (gj Idj (3) 

ou H D ' a est la partie antisymetrique de la courbure de D et ou Id est l'identite des endomor- 
phismes de TM. La courbure de Ricci de la connexion de Weyl D est donnee par : 

Ric D (X, Y) = trace(Z h-> R% x Y). 

L' operateur de Ricci de la connexion de Weyl, encore note Ric D , est l'application lineaire de 
TM dans TM ® L~ 2 definie par : 

c(Ric D (X),Y) = Ric D (X,Y). 

Dans la base c-orthonormee {ej}j = i... n , nous avons l'ecriture locale suivante : 

n 

Ric D (X) = ^2(R°%e l )r 2 , (4) 

i=l 

ou I est la section de L associee a la base c-orthonormee {ei}i=i... n - La courbure R\c D est une 
section du fibre T*M (g) T*M. La courbure scalaire de D, notee Scal D , est definie par : 

Scal D = tr c (Ric D ). 

Ainsi, la courbure scalaire de D est une densite de poids 2. Pour plus d'informations, le lecteur 
interesse pourra consulter [3], [3], [6], |12| et |13| . 



4 



1.2 Formule de Bochner conforme 

Pour une variete riemannienne (M, g), la formule de Bochner (voir [2] page 56 — 58 ) est 
donnee par : 

(@af a = A9 a + Ric 9 (a), Va 6 T*M, (5) 

ou A 9 , Ric 9 et Si 9 sont respectivement l'operateur Laplacien, l'operateur de Ricci et l'operateur 
de Dirac relatifs a la metrique g. L'operateur de Dirac agissant sur les formes est donne par 
3> g = 5 9 + d, ou 5 9 est la divergence definie par g et d la differentielle exterieure sur M. Le 
Laplacien est defini par A 9 = —tv(D 9 oD 9 ), ou D 9 est la connexion de Levi-Civita de g. Dans 
la suite de cette section, nous allons etablir une version conforme de la formule de Bochner. 
Pour cela, nous commengons par definir les operateurs conformes analogues a ceux intervenant 
dans le cas riemannien. 

Soit (M, c, D) une structure de Weyl. Definissons l'operateur de divergence conforme relatif 
a D, note 5 D , et la differentielle exterieure, notee dP , induite par la connexion sans torsion D. 
Dans une base c-orthonormee {ei} i=1 ... n , les operateurs 5 D : L k ®K p T*M -)■ L k ~ 2 A P_1 T*M 
et d D : L k ® A P T*M ->• L k ® A P+1 T*M sont definis par les formules suivantes : 

n n 

5 D u = - ^{eijD ei u)r 2 et d D co = ^ e* A D ei w, (6) 

ou {ej 1 }^!...,! est la base duale algebrique de {ej}j = i... n et / la section de L associee a la base 
c-orthonormee {ej}i=i... n . Une section ui du fibre L k (g) A P M est aussi appelee p-forme de poids 
k. Nous etudions maintenant le lien entre deux operateurs differentiels ou deux operateurs de 
divergence conforme associes a deux connexions de Weyl distinctes. Par la suite, nous aurons 
besoin de comparer les operateurs dP et 5 D a leur correspondant riemanniens lorsque qu'une 
metrique sera fixee dans c. 

Lemme 1.1. Soient D et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D = D + 9 . Pour 
toute p-forme uj de poids k, c'est-a-dire uj £ C°° (A P T* M ® L k ), nous avons : 

D x uj = D x uj + (k-p)e(X)uj-9A{X^uj)+X l 'A{9 t juj), VX £ TM. (7) 

En particulier, si a £ C°°(T*M L k ), nous avons : 

Da = Da + (k - 1)9 <g> a - a ® 9 + c(a, 9)c. (8) 

Demonstration. Soit u dans C°°(A P T*M ® L fc ). Les connexions de Weyl agissant sur les p- 
formes de poids sont reliees par la forme suivante : 

D x uj = D x uj + {k- p)9{X)uj + dv{9 A X)(u), (9) 

ou v est la representation definissant le fibre cotangent T*M comme fibre associe au fibre 
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principal des reperes de TM. Soit {X\ , . . . , X p } une famille de p vecteurs de TM, nous avons : 

n 

du(9 A X)(u)(X u . ..,X p )= - ^>(X l5 . . . , (9 A . . . ,X n ) 

i=i 
p 

= - J2 9(Xi)u(X u . ..,Xi„t,Y,..., X p ) 

i=i 

v 

+ < Y > x i M x u ■ ■ ■ , Xi-i, e\ . . . , x p ) 
i=i 

i=i 

V 

+ lc ( y ' XiM0\Xi, ■■■,Xp) 

1=1 

= -9 A (Yju){X u . . . ,X p ) + Y b A . . . ,X p ). 

Ce calcul nous donne bien la formule souhaitee : 

D x uj = D x uj + (k- p)9{X)uj -9 A (Xjoj) + X 9 A 

□ 

Nous en deduisons immediatement le corollaire suivant : 

Corollaire 1.2. Soient D et D deux connexions de Weyl sur (M,c) telles que D = D + 9 . 
Nous avons : 

dPoj = d D uj + k9 Aoj, Vw G C°°{K P T*M <g> L k ). (10) 
De la meme fagon, nous pouvons montrer la proposition suivante : 

Proposition 1.3. Soient D et D deux connexions de Weyl sur (M,c) telles que D = D + 9 . 
Nous avons : 

5 3 {u) = 5 D (u}) + (2-n-k + p)9 i juj, \fu € C°° (A P T* M <g> L k ). (11) 

Si g est une metrique dans c, les operateurs 5 9 et d peuvent etre consideres comme les 
operateurs de divergence conforme et comme la differentielle relative a la connexion de Levi- 
civita V 9 de g qui, en particulier, est une connexion de Weyl. Les formules (|10p et (|lip 
precedentes nous permettent notamment de relier les operateurs 5 D et dP aux operateur 5 9 
et d respectivement. Commengons maintenant la demonstration de la formule de Boclmer 
conforme en etablissant quelques formules preliminaires. 

Proposition 1.4. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule sui- 
vante : 

(d D ) 2 oj = kF D A u, e C°°(A*T*M ®L k ). (12) 
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Demonstration. Soit V une connexion lineaire sur un fibre vectoriel E sur M. Soit <T v ope- 
rateur differentielle associe a V agissant sur les formes sur M a valeurs dans E. Pour toute 
forme ip a valeurs dans E, nous avons la formule suivante : 

(d v ) 2 V = £ V AV, (13) 

ou 3? V est la courbure de la connexion V. Dans notre situation, la courbure de la connexion 
de Weyl D agissant sur les formes de poids k est kF D . Pour toute section 00 de A*T*M CgS L k , 
nous avons : 

(d D ) 2 oj = kF D Alo. 

□ 

Nous allons maintenant etablir la formule de Bochner conforme. Nous pouvons considerer 
l'operateur dP + 5 D comme un operateur de Dirac sur l'espace des formes a poids, que nous 
notons @ D = d D + 5 D . Soit a une section de T* M ® L k . En suivant la methode pour etablir 
la formule de Bochner ([5]) (voir [2] page 56) et les regies de calcul des connexions sans torsion, 
nous obtenons : 

n 

(5 D d D + d D 5 D )a = A D a + ^(R^a)^)/" 2 , (14) 

i=i 

ou A D est le Laplacien relatif a D defini par A^* = — tr c (D o D). De plus, la courbure de la 
connexion de Weyl agit sur les 1-formes de poids k de la fagon suivante : 

(R% )Y a)(Z) = kF D (X, Y)a(Z) - a(R% >Y Z), Va G T*M ® L k . (15) 

Pour tout X dant TM, les formules (|14p et (|15p nous donnent le calcul suivant : 

n n 

((5 D d D + d D 5 D )a){X) =(A D «)(X) + kJ2 F D {e u X)a(ei)r 2 - a{ ^(R^e,)/" 2 ), 

i=l i=l 

= (A D a)(X) + kF D (a i , X) - a(-Ric D (X)) 

= (A D a)(X) + kF D (J, X) + c(Ric D (X), J) 

= (A D a)(X) + kF D (a i , X) + Ric D (X, J). (16) 

Ainsi, en contractant par a la formule obtenue par le calcul (|16p precedent, nous obtenons : 

({8 D d D + d D 5 D )a, a) = (A D a, a) + Ric D (a», J). (17) 

De plus, en utilisant la formule (Q2]), nous avons (@ D ) 2 a = 5 D (5 D a) + (5 D d D + d D 5 D )a + 
kF D A a. II suffit alors de remarquer que 5 D (5 D a) = et que les formes a et F D A a n'ont 
pas le meme degre pour en deduire la formule suivante : 

((& D ) 2 a, a) = ((5 D d D + d D 5 D )a, a). (18) 

D'apres les formules (fT7|) et (|18p . nous obtenons la formule de Bochner conforme suivante : 

Theoreme 1.5. Pour toute connexion de Weyl D sur (M,c), nous avons : 

({$> D ) 2 a,a} = (A D {a),a) - Ric D (a s , a tt ), Va G C°°(T*M <8> L k ). (19) 
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Nous terminons cette section en etablissant une version integrale de la formule de Bochner 
conforme. Rappelons que les objets naturellement integrables sur une variete conforme sont 
les densites de poids — n, c'est-a-dire les sections du fibre L~ n . Nous allons done etablir une 
formule de Bochner conforme mettant en jeux des sections de L~ n . Notons ( , } le produit 
scalaire conforme sur les p-formes de poids quelconque induit par c. 

Proposition 1.6. Pour toute connexion de Weyl D sur (M,c), nous avons la formule sui- 
vante : 

(Da, Da) + Ric D (a a , a s ) - {£> D a, @ D a) = -5 D (( a ), (20) 
oil ( a (X) = {a, Da + 5 D (a)X b - Xjd D a), pour tout X dans TM. 

Demonstration. Soient a et /3 des 1-formes de poids k. Remarquons tout d'abord que, compte 
tenu du degre des formes en presence, nous avons : 

((® D ) 2 a, P) = ((5 D d D + d D 5 D )a, 0). 
En suivant la meme demonstration que pour la formule (12) page 512 dans |12| . nous obtenons : 

(Da, DP) = (A D ((3),a) - 5 D ({a, (21) 
De fagon similaire, nous obtenons egalement les deux formules suivantes : 

(d D a,d D (3) = (a,5 D d D (3) + 5 D (Cl P ) et («5 D a,<5 D /3) = (a, d D 5 D /3) + 5 D (C^), (22) 
ou £ Q p et ^ a sont les 1-formes de poids 2k — 2 definies par : 

Qlp{X) = (a,5 D ([3)X b ) et (^(X) = -{a,X^d D (3). 
Les formes a et (3 ayant le meme degre, nous avons : 

(Sl D a, ® D P) = (S D a, 5 D P) + (d D a, d D p). (23) 
Ainsi, en sommant les equations donnees par (|22p . nous obtenons : 

(® D a, ® D f3) = (a, (® D ) 2 (3) + 5 D (( a ,p), (24) 

ou Ca,fi{X) = («, o~ D {fi)X b - X_,d D f3). Posons a = f3. Le theoreme [T31 et les equations (JSJ) et 
(|2ip nous donnent immediatement le resultat souhaite : 

(Da, Da) + Ric D (a\a$) - (® D a,@ D a) = -5 D (( a ), 

ou Ca(X) = (a,Da + 5 D (a)X' a -Xjd D a). □ 

Nous remarquons par exemple que Da est une section du fibre L k <g> T*M <g> T*M et que 
£ a est une 1-forme de poids 2k — 2, par consequent, (Da, Da) et 5 D (( a ) sont des sections de 
^2fc-4 j^ eg ^ ermes l'equation (|20p sont done des sections du fibre L 2k ~ 4 . Ces termes sont 
des densites d'integration si et seulement si k = (4 — n)/2. La proposition 11.61 ci-dessus nous 
donne alors la seconde formule de Bochner conforme : 

Theoreme 1.7. Soient (M, c) une variete conforme orientee et f2 un compact de M. Pour 
toute connexion de Weyl D sur (M,c) et pour toute 1-forme a de poids (4 — n)/2, nous avons 
la formule de Bochner conforme globale suivante : 

[ (\Da\ 2 + mc D (a i ,a i ) - \3> D a\ 2 ) = - [ 5 D (( a ), (25) 
Jn Jn 

ou Ca(X) = (a,Dxoi + 5 D (a)X' 9 — X_id D a) pour tous champs de vecteurs X et, oil \Da\ 2 = 
(Da, Da) est la norme conforme induite par c. 
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2 Structures conformes ALF 



2.1 Varietes riemanniennes ALF 

Nous allons rappeler le theoreme de la masse positive dans le cas des varietes ALF demontre 
par V. Minerbe |9j. Commengons par decrire de maniere precise l'espace modele a 1'infini. Soit 
7r : X —■ R m \ Br une fibration en cercles de longueur constante L, ou Br est la boule de R m 
de rayon R. Soient Xi les coordonnees canoniques sur R m . On note X{ = it*Xi les coordonnees 

induites sur X ; celles-ci definissent une distance r = \J x 2 + • • • x^ sur X. Soit S le champs 

de vecteurs sur X engendre par Taction de S 1 . On pose T = — S. Une connexion rj sur X est 

une 1-forme SMnvariante sur X telle que r/(T) = 1. Soit rj une connexion sur X. La 2-forme 
drj est le pull-back d'une 2-forme uj sur R m . Supposons que dr] = tt*uj possede les proprietes 
de decroissance suivantes : 

u = Oir 1 -™) et du = 0(r- m ) 

Nous definissons la metrique h sur X par : 

h = 7r*5]Rm + rf = dx 2 + rf, 

ou g^m est la metrique canonique sur R m . L'espace (X, h) est l'espace modele a l'infini pour 
les varietes ALF. II y a deux exemples simples de tels espaces : la fibration triviale, ou X est 
le produit M. m x S 1 muni de la metrique produit h = dt 2 + dx 2 , et la fibration de Hopf de 
R 4 \ {0} sur R 3 \ {0} munie de la metrique h = dx 2 + rj 2 , ou rj est la forme de contact standard 
de S 3 et dx 2 le pull-back de la metrique standard de R 3 . 

Definition 2.1. Soit (M,g) une variete riemannienne complete orientee de dimension m + 1, 
avec m ^ 3. La variete riemannienne (M,g) est ALF s'il existe un compact K de M tel 
que M \ K est diffeomorphe a X, ou (X, h) est l'espace modele decrit ci-dessus, et tel que la 
metrique g verifie sur X les estimations suivantes : 

g = h + 0(r 2 ~ m ), V h g = 0{r 1 ~ m ) et V h ' 2 g = 0(r~ m ), 

ou V ft est la connexion de Levi-Civita de la metrique h. 

Soit (M, g) une variete ALF de dimension m+1 asymptotique a (X, h) a l'infini. Notons que 
(dx\, ■ ■ ■ , dx m ,rj) est une base /i-orthonormee du fibre cotangent de X et soit (Xx, ■ ■ ■ , X m ,T) 
sa base duale. Notons 2f l'espace des champs de vecteurs engendre par {Xx, ■ ■ ■ ,X m }. Dans 
le cas des varietes asymptotiquement plates, la masse est une nombre reel, en revanche, pour 
une variete ALF la masse est une forme quadratique definie sur l'espace S- . 

Definition 2.2. (V. Minerbe, [S] Definition 2 page 944) La masse de (M,g) est la forme 
quadratique Q g definie sur £>f par : 

Q g (Z) = — - rlimsup / * h q g , h (Z), (26) 

W n iv r-i-oo JdB r 

pour tout champs de vecteurs Z dans 2f. Le volume de la sphere standard S m_1 est note uj n , 
*h est l'operateur de Hodge relatif a h et la quantite q g ^{Z) est donnee par : 

q g>h (Z) = -(div h g)(Z)a z - \ (d{tr h g){Z)a z + d(g(Z, Z))) , (27) 
ou otz est la 1-forme duale de Z relativement a la metrique h. 
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Le theoreme de la masse positive correspondant est le suivant : 

Theoreme 2.3. (V. Minerbe, [9] Theorem 3 page 944). Soit (M,g) une variete riemannienne 
complete, orientee, et de dimension m+1, avec m 3. Supposons que (M,g) est ALF et de 
courbure de Ricci positif ou nulle. Alors la masse Qg^ est une forme quadratique positive, et 
celle-ci est nulle si et seulement si (M,g) est le produit standard R n x S . 

Terminons cette section par un lemme central dans la theorie de la masse positive ALF et 
dont nous aurons besoin par la suite. 

Lemme 2.4. (V. Minerbe, [9] Lemma 6 page 942) Soit (M,g) une variete ALF. Soient Z 
dans 2? et az la forme duale de Z relativement a la metrique h. Alors il existe une 1-forme 
az sur M telle que (d + 5)az = et satisfaisant les conditions suivantes : 

a z -a z = 0{r 2 ~ m+£ ) et r - 2+m - 2e V 9 {a z - a z ) 6 L 1 , (28) 
oil V 9 est la connexion de Levi-Civita de g. 

2.2 Structures de Weyl ALF 
3 Structures de Weyl ALF 

Dans cette partie, nous appliquons la theorie des connexions de Weyl asymptotiquement 
plates |12j aux varietes ALF. Nous conservons les notations introduites precedemment. 

Definition 3.1. La structure de Weyl (M,c,D) est ALF de dimension m + 1 s'il existe une 
metrique g dans c telle que la variete riemannienne (M,g) est ALF et telle que la forme de 
Lee 6 g de D relative a g satisfait, sur X, les conditions de decroissance suivantes : 

e g = 0{r 1 -' m ) et d6 g = 0(r 2 - m ). (29) 

Une metrique g satisfaisant les conditions precedentes est une metrique adaptee pour la struc- 
ture de Weyl ALF (M, c, D). 

Cette definition etend la notion de variete ALF au cadre conforme. Nous allons definir la 
masse conforme associee a une structure de Weyl ALF. Comme pour la masse conforme d'une 
structure de Weyl asymptotiquement plate, voir |12j . la masse conforme d'une structure de 
Weyl ALF sera evaluee en une metrique adaptee g. Nous montrons alors que la masse est 
independante du choix d'une telle metrique. Notons ( , )f l et | |^ respectivement le produit 
scalaire et la norme relatifs a la metrique h sur X induits sur les formes de M. 

Definition 3.2. Soient (M,c,D) une structure de Weyl ALF de dimension m + 1 et g une 
metrique adaptee pour (M,c,D). La masse conforme associee a (M,c,D) evaluee en g, que 
nous notons mj^(g), est la forme quadratique sur 3f definie par : 

mf {g)(Z) = Q g (Z) + — !— limsup / * ft ((l - m)(6 g , a z )h,az - \a z \hO g ) , MZ e 3f. 

LO n L r->oo jQB r 

(30) 

La forme quadratique Q g est la masse de la variete ALF (M, g) donnee par la definition 12.21 
et az est la forme duale de Z relativement a h. 
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Nous allons montrer que cette masse ne depend pas du choix de la metrique adaptee choisie. 
Caracterisons l'espace des metriques adaptees dans c. Nous considerons l'espace de fonctions 
& defini par : 

& = {/ € C°°(Af,]0,+oc[) : / - 1 = 0(r 2 ~ m ), d k f = 0{r l - m ) et d t d k f = 0(r~ m )}. (31) 
Nous avons la proposition suivante : 

Proposition 3.3. Soit g une metrique adaptee pour la structure de Weyl ALF (M,c,D). 
Considerons le changement conforme g = fg. La metrique g est adaptee pour (M,c,D) si et 
seulement si f appartient a & ' . 

Demonstration. D'apres la definition des varietes ALF, sur X, nous avons g^j = hij + a,ij, 
ou ctjj = 0(r 2 ~ m ), dkOij = C^r 1 "" 1 ) et did^a^ = 0(r~ m ). Nous ecrivons gij = hij + (/ — 
l)^ij + fo-ij. Nous posons by = (/ — l)hij + faij. Si / appartient a nous avons bij = 
0(r 2 ~ m ), dkhj = 0{r l ~ m ) et did^bij = 0(r~ m ). Ainsi, si / appartient a & , la metrique 
g est ALF. Supposons que g est une metrique ALF. Nous avons alors g^j = hij + bij, ou 
bij = 0(r m ), dkhj = 0(r 1_m ) et did^bij = 0(r~ m ). De plus, comme g = fg, nous avons 
hij + bij = f(hij + aij). Ainsi, il est clair que / est bornee. L'egalite (/ — l)hij = bij — faij 
montre alors que / — 1 = 0(r 2 ~ m ). De la meme fagon, nous montrons que dj-f = 0{r l ~~ m ) et 
didkf = 0{r~ m ). Done, la fonction / appartient a & . □ 

Afin de demontrer l'invariance de la masse conforme de (M,c,D), nous etablissons prea- 
lablement la formule de changement conforme de la masse Q g de la variete ALF (M,g). 

Proposition 3.4. Soit g = fg, oil le changement conforme f est une fonction dans jF. Nous 
avons alors la formule suivante : 

Qg(Z) = Q g (Z) + -^—limsup[ * h ((l-m)(df,a z ) h a z -\a z \ 2 h df), VZ G Jf° , (32) 
lUJ n L r-*oo J dB r 

oil a z est la forme duale de Z relativement a h. 

Demonstration. Soit Z dans 3f. Reecrivons le terme q g h(Z), defini par (|27p . dans la base 
{X\, . . . ,X m ,X m+ \), ou X m+ i = T. En utilisant la convention d'Einstein pour les indices 
redondants, nous avons : 

qg, h (Z) = (V h Xb g)(Xb,Z)a z - ^d(g(X b , X b ))(Z)a z - ^d(g(Z,Z)). (33) 

En exprimant le terme de droite de l'equation (|33[) en fonction de / et de g, nous obtenons : 

<tg,h{Z) = fq 9 ,h(Z) + df(X b )g(X b , Z)a z - ~df(Z)g(X b , X b )a z - l -g(Z, Z)df. (34) 

Par hypothese, nous avons g = h + 0(r 2 ~ m ) et df = 0(r 1 ^ m ). Par consequent, l'equation (I34p 
nous donne : 

<tg,h(Z) =fq g ,h{Z) + df(X b )h(X b , Z)a z - ^±^df(Z)a z - h(Z, Z)df + 0(r 3 ~ 2m ) 
=fq g , h (Z) + df{Z)a z - ^±^-df(Z)a z - \\a z \ 2 h df + 0(r 3 ~ 2m ) 
=fq g , h (Z) - ^p±df{Z)a z - l -\a z \ 2 h df + 0{r*- 2m ). 
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Cependant, par definition de az, df(Z) = (df,az)h- De plus, par hypothese, / = l + 0(r 2 ~ m ) 
et q g ,h(Z) = 0{r l ~ m ), done fq g ^(Z) = q g ^(Z) +0(r 3 ~ 2m ). Ainsi, d'apres le calcul precedent, 
nous avons la formule suivante : 

q~ 9 ,h{Z) = q 9jh (Z) - ±\a\ldf+ { -±^(df,a) h a + 0(r 3 - 2m ). (35) 

Enfin, en integrant la formule (l35|) sur les spheres de rayon R de M m+1 et en passant a la 
limite superieure, nous obtenons la formule souhaitee : 

Qg(Z) = Q 9 (Z) + -l-limsup I * h ((l-m)(df,a) h a-\a\ 2 h df). (36) 

lLO n L r ->oo JdB r 

□ 

Soit (M, c, D) une structure de Weyl ALF. Nous savons comment evolue la forme de Lee 
de D relativement a deux metriques distinctes de c. Pour g et g dans c telles que g = fg, nous 
avons : 



d[_ 



> 9 -"9- 777- (37) 



Nous sommes alors en mesure de demontrer que la masse conforme de (M, c, D) ne depend 
pas de la metrique adaptee choisie. 

Proposition 3.5. Soit (M,c,D) une structure de Weyl ALF. Soient g\ et g2 deux metriques 
adaptees a (M, c, D) . Nous avons : 

m h{9i) = m%{g 2 ). 

Demonstration. D'apres la proposition 13.31 il existe / dans & telle que g 2 = fg\- La formule 
(|37l) et la proposition 13.41 nous donnent alors : 

mh{g 2 ) = mj? (gi) + limsup / * h ((l - m)(df, a z )haz - \otz\hdf) 

LiiJ n Li r->oo JdBr 



1 f 1 

-limsup / -* h ((l-m)(df,a z )ha z -\a z \hdf)- 

lUJ n L r ->oo JdBr J 



De plus, d'apres le lemme 2.1.13 page 519 de [12j, pour toute fonction / dans & et pour toute 
n-forme ui sur M telles que co = 0(r 1_m ), nous avons : 

limsup / —w = limsup / uj, 

r~^oo JdB r J r->oo J dB r 

Par consequent, les deux derniers termes du calcul precedent s'annulent et nous obtenons : 

m h (9i) = m%{g 2 ). 

□ 

II nous reste a enoncer et demontrer le theoreme de la masse positive conforme pour les 
structures de Weyl ALF. 
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Theoreme 3.6. Soit (M,c,D) une structure de Weyl ALF de dimension m + 1. Supposons 
que la courbure de Ricci de D est positive. Alors la masse de (M, c, D) est une forme 
quadratique positive sur 

Demonstration. Soient g une metrique adaptee a (M, c, D) et V 5 la connexion de Levi-Civita 
de g. Soient Z dans 3? et otz la forme duale de Z relativement a la metrique h. Considerons 

„ 4-(m + l) 3-m 

la 1-forme az associee a az donnee par le lemme 12.41 Posons a = I 2 az = I 2 otz > ou I 
est la section de L correspondante a la metrique g. Soit (M r ) une suite strictement croissante 
de compacts de M tels que dM r = dB r . D'apres la formule de Boclmer conforme 11,51 nous 
avons : 



/ (\Da\ 2 + Ric D (a i ,at) - \® D a\ 2 ) = - f 5 D (( aJ , 

J Mr J M r 



ou (a(X) = (a, D xo + 5 D \a)X° — Xjd D a) pour tous champs de vecteurs X sur TM. Demon- 
trons que le membre de droite de cette egalite converge vers la masse conforme de (M, c, D) 
lorsque r tend vers l'infini. Nous commengons par exprimer la divergence conforme de £ Q 
relativement a la metrique g. Notons que : 

Ca(X) = {a, D x a) + 5 D {a)a{X) + d D a(a*, X). (38) 
D'apres la formule (jSJ), nous avons : 

Da = V% + (fc - 1)0 g (g) a - a§ 9 g + c(a, 6 g )c 
En contractant la formule ci-dessus par la 1-forme a de poids (3 — m)/2, nous obtenons : 

(a, D x a) = (a, V 9 x a) + 1 ~ m \a\ 2 9 g . (39) 
D'apres la formule (fT0|) . nous avons : 

d D a = da+ ^ ~ 6 g A a. (40) 



Nous en deduisons immediatement la formule : 

3 — m 3 — m 
-^—{0g,a)a 



d D a(aK-) = da(aK-) + ^^(8 g ,a)a---^\a\ 2 6 g . (41) 



De la meme fagon que pour la formule (|10p . nous demontrons : 



5 D (a) = 5(a)- { -™±^(e g , a ). (42) 



Enfin, en utilisant les formules (|39j) . (|4T|) et (142 p pour calculer £ a , nous obtenons : 

( a (X) = C(X)-\a\ 2 9 g (X) + (l-m)(6 g ,a)a(X), VX € TM, (43) 

ou Ca{X) = {a,V 9 x a + 5(a)X° — X_ida). Rappelons que lorsqu'une metrique g est fixee, le 
fibre L est trivialise par la section I de L correspondante a g. Nous avons alors l'identification 
suivante : 

S°(Ca) = ~ [ S(Ca)v g = [ * g ((a), (44) 

M r J Mr J 8B r 
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ou Vg et * g sont respectivement la forme volume et l'operateur de Hodge associes a g et Co est 
identifie a une 1-forme reelle sur M. La formule (|44p et l'expression (|43|) de £ a , nous donnent : 

t D ((*)= [ * 9 (C g az )+ [ * g [(l-m)(0 g ,a z ) g a z -\az\ 2 g 9 g ), (45) 

M r J 8 B r J 8 B r 

ou ( , ) g est le produit scalaire sur les formes induit par g. De plus, l'integrale du terme 
* g (Ca z ) correspond au terme obtenu en integrant la formule de Bochner riemannienne, et 
celui-ci converge vers la masse de la variete riemannienne ALF (M, g). En effet, le lemme 8 
page 943 de [9] donne : 

limsup ( * 9 {C 9 az )=uj n LQ h {Z). (46) 

r->oo JdBr 

Les hypotheses de decroissance de 6 g , de a z et de la metrique g nous donnent : 

(1 - m){9 g ,a z ) g a z - \a z \ 2 g 9 g = (1 - m)(9 g , a z ) h a z - \a z \ 2 h 9 g + 0(r 3 - 2m ). (47) 



Par consequent, par passage a la limite superieure dans l'equation (1451) . nous obtenons la 
formule suivante : 

- / S D (( a ) = uj n L(Q h (Z) + limsup / * h ((l - m){9 g , a z ) h a z - \a. z \ 2 h g )). 

JM V ^nL r-^oo J dB r J 

Nous voyons done apparaitre la masse de la structure de Weyl ALF (M, c, D) et nous avons : 
f (\Da\ 2 + Ric D (a i ,J) - \£> D a\ 2 ) = u n Lm% (Z). (48) 

J M 

II nous reste a montrer que / \@ D a\ 2 = 0. D'apres les formules (|40p et (l42j) . nous avons : 

J M 

9 D a = 5 D (a) + d D a = (d + 5)a z - 7 ^^{9 g , a z ) g + ^^9 g A a z . (49) 

Par construction, nous avons (d + 5)a z = 0. D'apres les hypotheses de decroissance de 9 g , 
nous avons done {9 g ,a z ) g = 0(r 2 ~ 2m ) et 9 g A a z = 0(r 2 ~ 2m ). Ainsi, nous obtenons : 

limsup / | (9 g , a z )g\ 2 v g = limsup / \9 g A a z \ 2 v g = 0. (50) 

r^oo JdBr r->oo J dB r 

L'egalite (f50|) et l'equation (j39]) donnent alors : 

f \@ D a\ 2 = 0. (51) 

JM 

Nous deduisons des formules (1481) et (1511) la formule suivante : 



f (\Da\ 2 + Ric D (J, J)) =uj n Lm%(Z). (52) 

JM 

Par consequent, lorsque l'operateur de Ricci est positif, la masse est une forme quadratique 
positive. □ 
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